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Nonnegative matrices arise in many applications including game theory, Markov
chain, probabilistic theory, numerical analysis, discrete distributions, categorical data,
group theory, matrix scaling, and economics, etc. The nonnegative inverse eigenvalue
problem has got much attention since 1940s and has obtained a certain progress. How-
ever, there exist few numerical algorithms for computational purpose, e.g. the isospec-
tral flow method and the alternating projection method, which require the complete
set of prescribed eigenvalues or the complete set of prescribed eigenvalues and partial
prescribed entries. In this thesis, we consider the nonnegative inverse problem with
partial eigendata (NIEP). We first provide the solvability conditions for NIEP without
the nonnegative constraint and study the associated best approximation problem.
To find a physical (i.e., nonnegative) solution to NIEP, we reformulate NIEP as
a monotone complementary problem and propose a semismooth Newton-type method
for solving the corresponding nonsmooth equation. Under some mild conditions, the
global and quadratic convergence of the proposed method is established.
Finally, we apply our method to the symmetric case and the cases of lower bounds
and of prescribed entries. Numerical tests show the efficiency of our method.
Key words: Nonnegative matrix, inverse problem, monotone complementarity prob-




























。非负矩阵反特征值问题在上世纪四十年代之后 (可以查阅文献 [9,16] )开始备受关注，
在可解性理论方面，由于建立的充分条件过于特殊，而必要条件又过于一般，所以
非负矩阵的谱性质研究还有待进一步完善。在数值算法方面主要有两类方法，一类
是同谱流方法 [6–8,11] ，一类是交替投影法 [32] 。在本篇论文中，我们主要考虑基于部
分特征信息的非负矩阵反特征值问题，我们的问题可以表述为以下形式：
NIEP： 给定部分特征对 {(𝜆𝑘, 𝑥𝑘)}𝑝𝑘=1(𝑝 ≤ 𝑛)。构造一个非平凡 𝑛阶非
负矩阵 𝐴，使得 𝐴𝑥𝑘 = 𝜆𝑘𝑥𝑘, 𝑖 = 1, . . . , 𝑝。
在实际应用中，非负矩阵的元素代表了一些物理参数，例如质量、长度、弹性
系数、感应系数、电容等。通过有限元的方法，我们往往可以得到一个近似非负解



























∙ 𝑀𝑇 ,𝑀𝐻 , 和𝑀+ 分别表示矩阵𝑀 的转置矩阵，共轭转置矩阵和
Frobenius广义逆；
∙ ‖ · ‖ 表示欧几里得向量范数和 Frobenius矩阵范数；
∙ 𝑉 * 表示算子 𝑉 的伴随算子；
∙ 𝑅𝑚×𝑛+ 和 𝑅𝑚×𝑛++ 分别表示 𝑅𝑚×𝑛的非负卦限和严格正卦限；
∙ 𝒩 := {(𝑖, 𝑗)|𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛}，指标集 ℐ,𝒥 ⊆ 𝒩 满足 𝒥 = 𝒩∖ℐ, , |ℐ|表示指标
集 ℐ 的基数，𝑀ℐ 表示所有指标满足 (𝑖, 𝑗) ∈ ℐ 的元素𝑀𝑖𝑗 按列堆积构成的列向
量；
∙ 定义线性算子 𝑃 : 𝑅ℐ → 𝑅𝑛×𝑛如下：
𝑃𝑖𝑗(𝑀ℐ) :=

























𝐴𝑥 = 𝑎𝑥− 𝑏𝑦和 𝐴𝑦 = 𝑏𝑥+ 𝑎𝑦,
或







1 , . . . , 𝜆
[2]
𝑠 , 𝜆2𝑠+1, . . . , 𝜆𝑝) ∈ R𝑛×𝑝,
和
𝑋 = [𝑥1𝑅, 𝑥1𝐼 , . . . , 𝑥𝑠𝑅, 𝑥𝑠𝐼 , 𝑥2𝑠+1, . . . , 𝑥𝑝] ∈ R𝑛×𝑝,






⎤⎦ , 𝜆2𝑖−1.2𝑖 = 𝑎𝑖±𝑏𝑖√−1, 𝑥2𝑖−1.2𝑖 = 𝑥𝑖𝑅±𝑥𝑖𝐼√−1, 𝑎𝑖.𝑏𝑖 ∈ R, 𝑥𝑖𝑅, 𝑥𝑖𝐼 ∈ R𝑛.
问题一： 根据给定的部分特征对 {(𝜆𝑘, 𝑥𝑘)}𝑝𝑘=1(𝑝 ≤ 𝑛)，构造一个非平凡
的 𝑛阶矩阵 𝐴。
那么问题一等价于求解如下不含约束的矩阵方程
𝐴𝑋 = 𝑋Λ. (2-1)
从而问题一的可解性条件可以通过如下引理分析得到。
引理 2.1： [46][引理 1.3] 给定 𝐵1 ∈ C𝑞×𝑚, 𝐵2 ∈ C𝑛×𝑡, 𝐵3 ∈ C𝑞×𝑡, 𝑌𝛼 ∈ C𝑚×𝑛, 定义




















2 𝐵2 = 𝐵3.
在集合 ℰ 非空的情况下，任何元素 𝑌 ∈ ℰ 均可表达为以下形式
𝑌 = 𝐵+1 𝐵3𝐵
+
2 +𝐺−𝐵+1 𝐵1𝐺𝐵2𝐵+2 ,
其中 𝐺 ∈ C𝑚×𝑛。对于任意的酉不变范数 ‖ · ‖，如下问题
‖𝑌 − 𝑌𝛼‖ = min
𝑌 ∈ℰ
‖𝑌 − 𝑌𝛼‖,
存在唯一的解 𝑌 ∈ ℰ 满足如下形式
𝑌 = 𝐵+1 𝐵3𝐵
+
2 + 𝑌𝛼 −𝐵+1 𝐵1𝑌𝛼𝐵2𝐵+2 .
在引理 2.1的基础上，我们可以得到问题一的可解性条件以及基于非负解析矩
阵 𝐴𝛼下的最佳逼近问题。
定理 2.1： 问题一有解当且仅当 𝑋Λ𝑋+𝑋 = 𝑋Λ成立。在可解的条件下，问题一的
解具有如下形式
𝐴 = 𝑋Λ𝑋+ +𝐺(𝐼 −𝑋𝑋+),
其中 𝐺 ∈ R𝑛×𝑛是任意的。另外对于给定的非负矩阵 𝐴𝛼，下述最佳逼近问题




𝐴 = 𝑋Λ𝑋+ + 𝐴𝛼(𝐼 −𝑋𝑋+),
其中 𝒮 是问题一的解集。
从定理 2.1我们发现，如果矩阵 𝑋 是列满秩的，则问题一一定是可解的，并且
可以找到给定的非负矩阵 𝐴𝛼相对于问题一的解集 𝒮 的唯一最佳逼近元。这样得到的
非负矩阵 𝐴𝛼的最佳逼近元在物理意义下并不一定可行，为了得到一个合理的解，我
们需要考虑非负矩阵 𝐴𝛼相对于 NIEP的解集的最佳逼近元。对于 NIEP来说，其可


















例 2.1： 令 𝑛 = 6，随机生成一个 𝑛× 𝑛阶非负矩阵 ̂︀𝐴如下：
̂︀𝐴 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0.8270 0.3112 0.8260 0.9632 0.5067 0.1420
0.5522 1.0324 0.8392 0.3307 0.7635 0.6059
1.0387 0.4184 0.9698 0.4000 1.0901 0.4353
0.3360 0.4230 0.7811 0.9965 0.8516 0.6115
0.1277 0.5167 0.6465 0.8481 0.7110 0.5592
0.2316 0.7494 1.0024 0.8008 0.8709 0.8055
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.









0.8914 0.1511 0.8235 0.7375 0.4717 0.4671
0.5589 1.0095 0.7783 0.4834 0.4562 0.7772
0.9454 0.4153 0.9468 0.7767 0.5343 0.6213
0.5413 0.3943 0.5753 0.9115 0.7712 0.8074
0.3489 0.4857 0.4337 0.7302 0.6675 0.7523






0.7919 0.3850 0.8504 1.0241 0.4175 0.1737
0.5845 0.9893 0.8272 0.3646 0.7035 0.6031
1.0657 0.4856 1.0630 0.3690 1.0876 0.5047
0.3660 0.4342 0.7591 0.9863 0.8870 0.6477
0.0571 0.4183 0.6005 0.8866 0.7658 0.5215




















0.7966 0.3178 0.8349 1.0390 0.4199 0.1502
0.5610 1.0346 0.8192 0.3603 0.7130 0.6281
1.0219 0.3927 0.9970 0.3733 1.0895 0.4703
0.3665 0.4201 0.7559 0.9686 0.8680 0.6264
0.1044 0.5193 0.6727 0.8492 0.7328 0.5328




例 2.2： 令矩阵 ̂︀𝐴为一个 6× 6阶的随机的非负三对角矩阵，其中
̂︀𝐴 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
4.7270 0.2055 0 0 0 0
0.4246 4.4522 0.2058 0 0 0
0 0.7618 4.9387 0.8847 0 0
0 0 0.7349 4.2360 0.2647 0
0 0 0 0.7497 4.0277 1.0682
0 0 0 0 0.2471 4.1316
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.






1.7782 1.6477 0.6440 −0.5508 −1.3782 −0.4997
1.6687 1.6332 1.1661 −0.1692 −1.0924 −0.4315
0.7795 1.2841 3.9140 2.0059 0.6949 0.0229
−0.4669 −0.0851 2.0783 1.5353 1.1657 0.2809
−1.3297 −1.0312 0.8174 1.2157 1.4952 0.4602




















4.6799 0.3053 0 0 0 0
0.4981 4.3715 0.1122 0 0 0
0 0.8478 4.9398 0.9758 0 0
0 0 0.6451 4.2334 0.2571 0
0 0 0 0.8015 3.9347 1.0967






4.6636 0.2887 −0.0158 −0.0010 0.0092 0.0039
0.5104 4.3935 0.1854 0.0388 0.0151 0.0011
−0.0184 0.8236 4.8874 0.9532 −0.0021 0.0021
0.0089 0.0177 0.7094 4.2684 0.2720 0.0016
−0.0174 −0.0161 −0.0065 0.8067 3.9480 1.1016


























令 𝒳 ,𝒴 ,𝒵 表示三个有限维向量空间，每个向量空间均定义了标量内积 ⟨·, ·⟩和
相应的诱导范数 ‖ · ‖。非线性非负矩阵锥约束优化问题 (NLNNP)具有如下形式
min 𝑓(𝑥)
s.t. ℎ(𝑥) = 0,
𝑔(𝑥) ∈ R𝑛×𝑛+ .








我们定义拉格朗日函数 𝑙 : 𝒳 × R𝑞 × R𝑛×𝑛 → R如下
𝑙(𝑥, 𝑦,Ψ) = 𝑓(𝑥) + ⟨𝑦, ℎ(𝑥)⟩+ ⟨Ψ, 𝑔(𝑥)⟩, ∀(𝑥, 𝑦,Ψ) ∈ 𝒳 × R𝑞 × R𝑛×𝑛.
则 NLNNP的 Karush-Kuhn-Tucker (KKT)条件为：















其中 𝒥𝑥𝑙(𝑥, 𝑦,Ψ)为 𝑙(𝑥, 𝑦,Ψ)在点 (𝑥, 𝑦,Ψ)处关于 𝑥 ∈ 𝒳 的偏微分，𝒩R𝑛×𝑛+ (𝑎)为非负
矩阵锥 R𝑛×𝑛+ 在点 𝑎处的法向锥 [38]
𝒩R𝑛×𝑛+ (𝑎) =
⎧⎪⎨⎪⎩{𝑐 ∈ R
𝑛×𝑛 : ⟨𝑐, 𝑏− 𝑎⟩ ≤ 0,∀𝑏 ∈ R𝑛×𝑛+ } 如果 𝑎 ∈ R𝑛×𝑛+ ,
∅ 其它.
其中满足条件 (3-1)的任意点 (𝑥, 𝑦,Ψ)称为非线性非负矩阵锥约束优化问题的 KKT
点，相应的点 𝑥则称为非线性非负矩阵锥约束优化问题的稳定点，而点 (𝑦,Ψ)则称
为拉格朗日乘子。
因为非负矩阵锥 R𝑛×𝑛+ 为一个闭凸锥，由 [15]可得






−𝑔(𝑥) + ΠR𝑛×𝑛+ (𝑔(𝑥) + Ψ)
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ = 0, (3-2)




对于非线性 KKT系统 (3-2)，由于距离投影算子 ΠR𝑛×𝑛+ (·)在边界点处的不可微













对于所有的 ℎ ∈ 𝒳 均成立，则称映射 ϒ在点 𝑥处 𝐹𝑟𝑒𝑐ℎ𝑒𝑡可微，𝒥𝑥ϒ称为映
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